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1. Die gegebene Quadrik

Q =


(
x1
x2

)
∈ R2 | 3x21 − 2x1 x2 + 3x22 + 6x1 − 2x2 + 1 = 0︸ ︷︷ ︸

(∗)


besitzt die Gleichung (

x1 x2
)
·A ·

(
x1
x2

)
+ b⊤ ·

(
x1
x2

)
+ c = 0

mit

A =

(
3 −1
−1 3

)
∈ R2×2, b =

(
6
−2

)
∈ R2 und c = 1 ∈ R.

Wegen

χA(λ) =

∣∣∣∣3− λ −1
−1 3− λ

∣∣∣∣ = (3− λ)2 − (−1)2 = (2− λ)(4− λ)

besitzt A die beiden Eigenwerte λ1 = 2 und λ2 = 4; wegen

A− λ1E2 =

(
1 −1
−1 1

)
II+I↷

(
1 −1
0 0

)
ist v1 =

(
1
1

)
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ1 = 2, und wegen

A− λ2E2 =

(
−1 −1
−1 −1

)
II−I↷

(
−1 −1
0 0

)
ist v2 =

(
−1
1

)
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ2 = 4. Mit der orthogonalen Matrix

P =

(
v1
∥v1∥

v2
∥v2∥

)
=

1√
2

(
1 −1
1 1

)
∈ O2(R)

und der Diagonalmatrix

D =

(
2 0
0 4

)
∈ R2×2

gilt dann P⊤AP = D. Mit der Variablentransformation

(
x1
x2

)
= P

(
y1
y2

)
ergibt sich

(∗) ⇐⇒
(
y1 y2

)
P⊤AP

(
y1
y2

)
+ b⊤P

(
y1
y2

)
+ c = 0

⇐⇒
(
y1 y2

)(2 0
0 4

)(
y1
y2

)
+
(
6 −2

)
· 1√

2

(
1 −1
1 1

)(
y1
y2

)
+ 1 = 0

⇐⇒ 2 y21 + 4 y22 +
4√
2
y1 −

8√
2
y2 + 1 = 0.



Mit quadratischer Ergänzung ergibt sich weiter

... ⇐⇒ 2

(
y21 +

2√
2
y1 +

(
1√
2

)2

−
(

1√
2

)2
)

+ 4

(
y22 −

2√
2
y2 +

(
1√
2

)2

−
(

1√
2

)2
)
− 1− 2 + 1 = 0

⇐⇒ 2

(
y1 +

1√
2

)2

+ 4

(
y2 −

1√
2

)2

= 2

⇐⇒
(
y1 +

1√
2

)2

+ 2

(
y2 −

1√
2

)2

= 1.

Die Variablentransformation

(
z1
z2

)
=

(
y1 +

1√
2

y2 − 1√
2

)
=

(
y1
y2

)
+

(
1√
2

− 1√
2

)
liefert nun weiter

... ⇐⇒ z21 + 2 z22 = 1

⇐⇒ z21
12

+
z22

( 1√
2
)2

= 1,

die euklidische (metrische) Normalform einer Ellipse. Also ist Q eine Ellipse mit den Hauptachsen-
abschnitten 1 und 1√

2
.

Damit sind Q und die in Abhängigkeit vom Parameter t ∈ R gegebene Quadrik

Qt =


(
x1
x2

)
∈ R2 | x21 + t x22 − 2 t x2 + t− 1 = 0︸ ︷︷ ︸

(∗∗)


genau dann kongruent, wenn auch Qt eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnitten 1 und 1√

2
ist;

wegen
(∗∗) ⇐⇒ x21 + t

(
x22 − 2x2 + 1

)
= 1 ⇐⇒ x21 + t (x2 − 1)2 = 1,

mit der Variablentransformation

(
z1
z2

)
=

(
x1

x2 − 1

)
=

(
x1
x2

)
+

(
0
−1

)
also

(∗∗) ⇐⇒ z21 + t z22 = 1,

ist dies genau für t = 2 der Fall.

Mit

Q′ =
{(w

z

)
∈ R2 | z21 + 2z22 = 1

}
,

ist also f1(Q
′) = Q für die Bewegung

f1 : R2 → R2, f1

(
z1
z2

)
=

(
x1
x2

)
= P ·

[(z1
z2

)
−

(
1√
2

− 1√
2

)]
=

1√
2

(
1 −1
1 1

)(
z1
z2

)
−
(
1
0

)
und f2(Q

′) = Q2 für die Bewegung

f2 : R2 → R2, f2

(
z1
z2

)
=

(
x1
x2

)
=

(
z1
z2

)
−
(

0
−1

)
.

Q2
f2←− Q′

f1−→ Q



Folglich bildet dann die Bewegung

h = f1 ◦ f−1
2 : R2 → R2

mit

h

(
x1
x2

)
= f1

((x1
x2

)
+

(
0
−1

))
=

1√
2

(
1 −1
1 1

)(
x1

x2 − 1

)
−
(
1
0

)
=

1√
2

(
1 −1
1 1

)(
x1
x2

)
+

(
1√
2
− 1

− 1√
2

)
die Ellipse Q2 auf die Ellipse Q ab. h ist eine Drehung um den Ursprung mit Drehwinkel 45◦ gefolgt

von einer Parallelverschiebung mit dem Vektor

(
1√
2
− 1

− 1√
2

)
.

2. Wir bestimmen die affine Normalform der durch die Gleichung

x2 + 2xy + (s+ 1)y2 + 2x− (2s2 − 2)y + 1 = 0 (∗)

gegebenen Quadrik Q mit Hilfe quadratischer Ergänzung und der binomischen Formel.[
Zunächst eine Vorüberlegung zum Typ: Es ist

(∗) ⇐⇒
(
x y

)(1 1
1 s+ 1

)
︸ ︷︷ ︸

A=AT

(
x
y

)
+
(
2 −(2s2 − 2)

)(x
y

)
+ 1 = 0,

und detA = s+ 1− 1 = s, also
s > 0 =⇒ Q Ellipse, Punkt oder ∅
s < 0 =⇒ Q Hyperbel oder sich schneidendes Geradenpaar

s = 0 =⇒ Q Parabel, paralleles Geradenpaar, Doppelgerade oder ∅
]

Es ist

(∗) ⇐⇒ x2 + 2xy + 2x+ (s+ 1)y2 − (2s2 − 2)y + 1 = 0

⇐⇒ x2 + (2y + 2)x+
(2y + 2

2

)2
−
(2y + 2

2

)2
+ (s+ 1)y2 − (2s2 − 2)y + 1 = 0

⇐⇒ (x+ y + 1)2 − (y + 1)2 + (s+ 1)y2 − (2s2 − 2)y + 1 = 0

⇐⇒ (x+ y + 1)2 − y2 − 2y − 1 + sy2 + y2 − 2s2y + 2y + 1 = 0

⇐⇒ (x+ y + 1)2 + sy2 − 2s2y = 0

⇐⇒ (x+ y + 1)2 + s(y2 − 2sy + s2 − s2) = 0

⇐⇒ (x+ y + 1)2 + s(y − s)2 − s3 = 0

⇐⇒ (x+ y + 1)2 + s(y − s)2 = s3 (+)

Wir treffen nun die folgende Fallunterscheidung:
1. Fall s = 0: Dann ist

(+)⇐⇒ (x+ y + 1)2 = 0

Die Variablentransformation
(
w
z

)
=
(
x+y+1

y

)
liefert w2 = 0, die affine Normalform einer Doppel-

gerade.

2. Fall s > 0: Dann ist

(+)⇐⇒ 1

s3
(x+ y + 1)2 +

1

s2
(y − s)2 = 1

⇐⇒
( 1

s
3
2

x+
1

s
3
2

y +
1

s
3
2

)2
+
(1
s
y − 1

)2
= 1



Die Variablentransformation

(
w
z

)
=

(
1

s
3
2
x+ 1

s
3
2
y + 1

s
3
2

1
sy − 1

)
liefert w2+z2 = 1, die affine Normalform

einer Ellipse.

3. Fall s < 0: Dann ist

(+)⇐⇒ 1

s3
(x+ y + 1)2 +

1

s2
(y − s)2 = 1

⇐⇒ − 1

(−s)3
(x+ y + 1)2 +

1

s2
(y − s)2 = 1

⇐⇒ −
( 1

(−s)
3
2

x+
1

(−s)
3
2

y +
1

(−s)
3
2

)2
+
(1
s
y − 1

)2
= 1

Die Variablentransformation

(
w
z

)
=

 1
sy − 1

1

(−s)
3
2
x+ 1

(−s)
3
2
y + 1

(−s)
3
2

 liefert w2 − z2 = 1, die affine

Normalform einer Hyperbel.

3. Wir zeigen, daß für alle

(
x
y

)
∈ Q gilt, daß auch 2m−

(
x
y

)
∈ Q, also

(
2m−

(
x
y

))T
·A ·

(
2m−

(
x
y

))
+ bT ·

(
2m−

(
x
y

))
+ c = 0.

Wir werden dabei verwenden, daß (beachte, daß A = AT )

(1) (x y)Am = ((x y) ·A ·m)T = mTAT

(
x

y

)
= mTA

(
x

y

)
, da (x y)Am ∈ R.

(2) 2mTA+ bT = (2ATm)T + bT = (2ATm+ b)T = (2Am+ b)T = (0 0).

(3) ATm = −1

2
b, weil 2Am+ b =

(
0

0

)
(4) mT · b = (mT · b)T = bT ·m.

Nun ist für

(
x
y

)
∈ Q

(
2m−

(
x

y

))T
·A ·

(
2m−

(
x

y

))
+ bT ·

(
2m−

(
x

y

))
+ c

= 4mTAm− 2mTA

(
x

y

)
+ (x y)A

(
x

y

)
− 2(x y)Am+ 2bTm− bT

(
x

y

)
+ c

(1)
= 4mTAm− 4mTA

(
x

y

)
+ (x y)A

(
x

y

)
+ 2bTm− bT

(
x

y

)
+ c

= 4mTAm− 4mTA

(
x

y

)
− 2bT

(
x

y

)
+ 2bTm+ (x y)A

(
x

y

)
+ bT

(
x

y

)
+ c︸ ︷︷ ︸

=0

= 4mTAm+ 2bTm− 2(2mTA+ bT )

(
x

y

)
(2)
= 4mTAm+ 2bTm

(3)
= 4mTA

(
− 1

2
b
)
+ 2bTm

= − 2mT b+ 2bTm

(4)
= − 2bTm+ 2bTm = 0.



4. Sei h : R2 −→ R2, h(x) = Bx+ b, eine Affinität (also B ∈ GL2(R)) mit h(Q1) = Q2.
Sei y ∈ Q2. Dann ist zu zeigen:

2h(m)− y ∈ Q2.

Weil y ∈ Q2 und h(Q1) = Q2, gibt es (genau) ein x ∈ Q1 mit h(x) = y. Dann gilt

2h(m)− y = 2h(m)− h(x)

= 2(Bm+ b)− (Bx+ b)

= 2Bm+ 2b−Bx− b

= 2Bm−Bx+ b

= B(2m− x) + b = h(2m− x).

Da m Mittelpunkt von Q1, ist 2m− x ∈ Q1, also h(2m− x) ∈ Q2, also

2h(m)− y ∈ Q2.


